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Rkwn& On obtient la virleu: mw4mnle de l’indice dc r6ductiol minimate d’un graphe 3 une 
rCunion de k cliques. 
Dam ce qui suit mm uf ilisms la, tern~inalogie de [ 2 1. Un graphe 
est un graphe compose de deu~ classes de ssmmets 
qui contiennent re&zctivement p et y sommets, un sbmmet etant reli6 
par des a&es a tous ?es sommets qui n’iippartiennent pas 3 une m&ne 
classe que lui. Nous identit‘ions les graphes KP,q et K,,, !qui sont iso- 
morphes comme graphes aux sommets 6tiquetk). Le graphe KO*, est 
le grsphe compos2 de IZ sommets isok et le graphe K, est le graphe 
complet % 12 sommets @-clique). 
Four WI vraphe G nws d63inissons ies op&ations suivantes sur les .> 
a&es: 
OCR) supg rimer unc aWe entre dew sommets; 
P, r&or deux sommets par une aMe, 
e nombre 5, (63 de reduction minimale d II graphe jl une reunion de 
k cliques comme !e ncambre minimai Sop&a ns (a) et/w (/?j nkxssaire 
pour transformer le graphe G en k cliwes disjointes sans a&es entre les 
sommets qui appartiennent aux cliqws differentes (certaines cliques 
s,up&ieur ou &al 3 .Y eZ dkmontrons qk-ie pour tout k > 2 on a 
rtaaxC 6, r[G) = E(n). 
C’e prohGme intervient par exemplc dans I%tude des groupes saciaux. 
clui utilise des graphes non orient&~ signPs. dont Ies wStt,ts ont positives 
ou Ggatives?, correspondant wx relatiol.ns rkiyroques de sympathie ou 
rl’antipathie existant entre Ies membres du grcmpe, reprkentb par les 
s~manets du graphe f 4 1. 
Urn td graphc est kquilibre, si tous w cycles ant un nombre pair 
ct’aretes n6gatives ou, en utilisant la caxct&isation de Cartwright et 
Harary [ 3 1 i si et sculement si I’enwt-k t&c des sommets pteut $tre dike 
U=I deux sous ensembfes tels que tote les ar&zs qui relient les sommets 
dl’w m2me ensemble soient poslitives c kc a&e:> qui Went les sommets 
gtartcsnan t aux ensemNes difErents t M-~ t nrfgat ives. nc mesure du 
Gquilibre d’un graphe sign& 5;’ est WA ctegr6 de dS!quilibre, not6 &CC), 
iqui est par d6finition ie PIUS petit nomarc‘ d’aretes dont le changement 
de Ggne rendent ie trraphe G 6quitibrk ; I ) S]. 
La conjecture de,4b&on et Rosenberg [ 1 1, discutk dans 441, affkrne 
tJu$: pew tout graphe cornplet sign6 15 a II somrnets on ;t 6(G) G E(U), Ie 
graphe qui a ie deg;re maxiztial’de &%6~uilike 6tant le graphe comylet 
9;.103t t’outes les ar2tes sont nfZgativp- K~I.IIS I: 6 ] on diimonfre cette conjeo- 
!Mtx en anontrant quc pour tout g, *:“.L G :,n a 6, (G) < E(iz). 
Pow voir l’@uivalcnce de ce:, deu 5 @ncmc@s il uffit de considerer les 
w@tes positives comme les ar&s d’k:,\ graphe simple G et les ardtes nCga- 
cornme les z&es de son compii mentaire c. 
us Gsoivons ie probEme de la tWermin;ation de la valeur maxc S,(G) 
rd clans fe cas oh k = 2. 
La dkmonstration de cette proprikt6 se fait pi i lduction sur 11, Pour 
2, 3 fa proposition est &Gdente en nurnerant ous les cas possibies. 
roposi tion soit waie uf 11; soit 6 un 
le sous-gz:nphe obtenu en sup!wimant 
Si le sommt‘t .Y cst relit par des a&es a pl sommets de K, et 3 p2 
sommets de A&, alors le graphe G pxit SQT transform6 en la’tknion de 
deux cliques A’& ct R,,? + 1 ou Ktilcl et h& SC it par la suppression de [I* 
x&x et la zrhtion de u2 -11~ aretes, wit pa:- la suppression de 11~ aretes 
et la cnhtian de q - p1 aretes. Si nous notons z1 =f1@~----j3~ et 
z2= /1,+rz I -pl, alorszl+z2=u, done min(+ zzK 411 pour 0 pair et 
min(:;, 2 2 1 G $ fir -- 1 ) pour 12 impair. 
Em conclusion it* nombre minimal d’operations fly )‘et/ou (p): 
6,(G) G 6,(G,) f min(z,, z2) G &an += 1 b puisque E(n) + i 11 = E(rz + I) 
pour bt pai; et I;,l(rl ) + { (II - I ) = E(Jr + 1 i pour II impair. 
Pour obtenir Ia cairacf6risation des graphes G A 11 sammets avec 6,(G) = 
E(rt 1. on peut remarquer d&x&la d6monstration precedcnte que si 
Q,(G) = E(u ). alors pour tiiUt sotnrnct .Y 161, sowgraphe G, verifie S2(Gx) E 
&J -.- 1 L C‘omptc t~nu & cettc remarque, la caract6risation des graphes 
6’ avec 6,(G\ L= E‘(O) s’obtxnt par induction sur H. Si le sous-graphe Gx A 
H sommots cst compose de sommets isoles? ators le sommet s est isol6 ou 
est relic B tous les sonrme!s de G,. 
Dans le cas contraire il existc un sommet y + x tel que le sowgraphe 
Gy ne soit pas compos6 des sommets isok et ne soit pas biparti complet, 
done 6,tG, ) < E(N), c’est&dirc 6,(G) < E(tt + 1). 
En conclusion le graphe G est comgose des sIomrnets isok ou est le 
graphe biparti complet K, ,*. 
Lc raisonnement est an&ogue k~rsque G, est un graphe biparti complet 
proprement dit (JI, (1 > 0). I1 ret;te A demontrcr que ie graphe biparti 
COilI@& K, q (J? + Cd = tJ, f>, C- 2: 0) a un degrk de d@&quilibre &al 8 E(H). 
Pour le g;aphc Prq nous pouvons rjbtenir une clique avec x scmmets 
de la partie 3 t? sommets et Iv-sommet:; de la partie a y sommets, Ies som- w 
mets restants ctimposant la deuxigme clique. 
Le nombre des opirations du type da) <t/au (&I est donc egal B 
r,aphe qui peut t;tre 
‘(/3) en le gtaphe cornpk 
composk de II ~XTL:~ :s kc&%, et oe nombrc: est SIN,, ,I ‘I = . 
re dss are& du prapk A ?, 
ffet, pour tout gral>he G A 41 s mmets po\‘:r obtenir it! graph-l K,, 
nornbr~~ minimal d”op6ra t k-v-z 4 hut u tiliwr seulemen t des q&a- 
I est Ie nornbrc des a&es de G. 
rk6demnwnt. Pour X: 2 3 wnsi- 
air et KtO + 1 jlZ,(ln _ 1112 
it tran?sforme en k ci@~es dis- 
artenant B des cliques 
la clique Ci contienne 
respectivement 4 (II-+ 1) somme 
yi somnwts de la dettxi&me partk 
( B) ?b impair. Nous ob cnons de Sal,-on analogue: 
k 
k 
a i(r$ -- 2rr + 1 ) = E(r1) 
car da11s it’ C~S ~~= 1 .YC = ~ ~rl $ I ) et ~~= 1 _t*i = f (r~ -- 1). dorac ~~= 1 (“i- j.i}2> ‘7. 
Puisque ition Sk(G) reprkxnte le nombrc minimat d’opkations 
(a! 1 et;ou ( ta&xssaires pour transformer le graphe G 3 II sommets en la 
rkmion d’au plus k c:iqxs rwn video disjointes. il r&ulte que pour tout 
graphs C; on a ks relations: 
Pour obtenir la caract&isation des graphes G 3 II sommets pour les- 
quels (Sk t G) = Sk pour k > 3 if faut observer, ‘aprPs la propcxition, qu’ils 
doivent iitre recherc res dans la classe des graphes bipattis compIe4s 
avec p + y = il. 
ous d&nontrcrons que pour k 2 3 tous les graphes bipartis compkts 
G diffZrents, de K (?I + !)/2,(rt - 1)/L pour II impair et de O” hd2 I+ 1 .Od? b- 1 
ir ant la propri~~;~:: 6,(G) < E(H). 
[ 
k 
= .I?(/a) + 5 
i=l 
(x1 _ri )’ -- 2g ,3r. - 1 
= $ fkt *(2--k) + ,t.s(2-R) + s(2-s)] 
1. Tmtesc u. a r&hxtion ntinimale d irrl gaphe 1179 
